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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions
Théoreme 1

Intensité du processus

@ [ est I'ensemble dénombrable des neurones.
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions
Théoreme 1

Intensité du processus

@ [ est I'ensemble dénombrable des neurones.

@ Z' est un processus de comptage : pour des temps finis s < t,
Z'(]s, t]) correspond au nombre de spikes émis par le neurone
i pendant I'intervalle de temps |s, t].
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions
Théoreme 1

Intensité du processus

@ [ est I'ensemble dénombrable des neurones.

@ Z' est un processus de comptage : pour des temps finis s < t,
Z'(]s, t]) correspond au nombre de spikes émis par le neurone
i pendant I'intervalle de temps |s, t].

o La famille de processus de comptage (Z',i € I) est
caractérisée par son intensité (A}, i € /) :

P(Z' saute durant [t , t + dt ]|F;) = Aidt, i € 1.

oti, F; est la tribu engendrée par Z/(]s, u]),s < u < t,i € .

Eva Loécherbach et Pierre Hodara Processus de Hawkes a mémoire d’ordre variable



Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions
Théoreme 1

Intensité du processus

M= | 20 Wi (201 ) A Kio)
jel
avec
o ¢ : R — R, la fonction de taux de sauts,
o {Wi; e R,i,j € I} une famille de " poids synaptiques”
modélisant I'influence du neurone j sur le neurone i.

o Li:=sup{s < t:Z/({s}) >0} est le dernier instant de spike
du neurone i avant le temps t.

o {Kjj € N,i,j €I} une famille de seuils de saturation.
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions
Théoreme 1

Hypotheses et définitions

On suppose que ; : R — R, est croissante, majorée par un réel
A;, et on définit :
W

oi: A,
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions
Théoreme 1

Hypotheses et définitions

On suppose que ; : R — R, est croissante, majorée par un réel
A;, et on définit :

W

=&

On suppose de plus que ces fonctions sont uniformément
Lipschitziennes :

oi:

Iy > 0,Vx,x" € R,i € 1,]pi(x) — ¢i(x")| < ~|x — x|
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions
Théoreme 1

Hypotheses et définitions

On suppose que ; : R — R, est croissante, majorée par un réel
A;, et on définit :

W

=&

On suppose de plus que ces fonctions sont uniformément
Lipschitziennes :

oi:

Iy > 0,Vx,x" € R,i € 1,]pi(x) — ¢i(x")| < ~|x — x|
On note :

Vis.i={j€l,j#i:W_;# 0}, I'ensemble des neurones
directement influencés par i/,
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions
Théoreme 1

Hypotheses et définitions

On suppose que ; : R — R, est croissante, majorée par un réel
A;, et on définit :

W

=&

On suppose de plus que ces fonctions sont uniformément
Lipschitziennes :

oi:

Iy > 0,Vx,x" € R,i € 1,]pi(x) — ¢i(x")| < ~|x — x|

On note :

Vis.i={j€l,j#i:W_;# 0}, I'ensemble des neurones
directement influencés par i, et

Voi={j€l,j#i: W #0}, I'ensemble des neurones qui ont
une influence directe sur i.
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions

Théoreme 1

On fait les hypothéses suivantes :

(1) Vi€l Wisi=0et sup ) |WilKji < 0.

ic] &
IGJ
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions

Théoreme 1

On fait les hypothéses suivantes :

(1) Vi€l Wisi=0et sup ) |WilKji < 0.

ic] &
IGJ

(2) Vi e /,3(5,’>0,¢,’Z5,‘.
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions

Théoreme 1

On fait les hypothéses suivantes :

(1) Viel, Wij=0et supZ\WJ_H\KJ_H < 0.
iel F
(2) Vi e /,3(5,’>0,¢,’Z5,‘.

On définit une suite croissante de voisinages (Vi(k))k>o, finis
inclus dans /, tels que V;(0) =0, Vi(1) = {i}, Vi(k) C Vi(k + 1),
Vi(k) # Vi(k + 1) st Vi(k) # Voo U {7} et Uy Vi(K) = Vs U i}
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus

Hypotheses et définitions
Théoreme 1

On fait les hypothéses suivantes :

(1) Viel, Wi =0et supZ\ il Kjmsi < o00.
icl F
(2) Vi e /,3(5,’>0,¢,’Z5,‘.
On définit une suite croissante de voisinages (Vi(k))k>o, finis

i(k
inclus dans /, tels que V;(0) =0, V;(1) = {i}, Vi(k) C Vi(k + 1),
Vi(k) # Vi(k +1) si Vi(k) £ Vo U {i} et Uy Vik) = Voo U {i}
On pose OVi(k — 1) := Vi(k) \ Vi(k — 1)
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus

Hypotheses et définitions
Théoreme 1

On fait les hypothéses suivantes :

(1) Viel, Wi =0et supZ\ il Kjmsi < o00.
iel F
(2) Vi e /,3(5,'>0,¢,'Z5,'.

On définit une suite croissante de voisinages (Vi(k))k>o, finis
inclus dans /, tels que V;(0) =0, V;(1) = {i}, Vi(k) C Vi(k + 1),
Vi(k) # Vi(k + 1) si Vi(k) # Vo U {7} et Uy Vi(K) = Vs U i}
On pose dVi(k — 1) := Vi(k) \ Vi(k — 1) et on suppose que

(3)

sup Z Z % Z (Wil Kisi <’1y’

€ \k>1 | \Gevit JEDVi(k—1)
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Un modele avec seuil de saturation Intensité du processus
Hypotheses et définitions
Théoréme 1

Théoreme 1

Soit (£2,.4) un espace de probabilité adapté au processus de
comptage, il existe sur cet espace une unique mesure de probabilité
P sous laquelle le processus canonique (Z',i € I) est stationnaire
et possede I'intensité voulue.
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Intensité
Un modele de spikes en cascade Hypotheses
Théoreme 2

Un modele de spikes en cascade : intensité

Vo= (Wi | gl =502

jel (L.t

ol pour chaque j € /, la fonction gj : Ry — R est mesurable,
décroissante et telle que f0+°° gj(x)dx < 4o0.
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Intensité
Un modele de spikes en cascade Hypotheses
Théoreme 2

Un modele de spikes en cascade : intensité

Ne=vi (D Wj—w'/‘ gj(t —s)dz;
jel [Let]

ol pour chaque j € /, la fonction gj : Ry — R est mesurable,

décroissante et telle que f0+°° gj(x)dx < 4o0.

Dans ce modele, I'ensemble / des neurones est divisé en couches

(In)nez telles qu'on ait la partition suivante : | = Upez/p.

Pour chaque n€ Z et i € I,,, on suppose que V._,; C I,_1.
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Intensité
Un modele de spikes en cascade Hypotheses
Théoreme 2

Hypothéses

On suppose que
SUPZ ’W~>I| < o0,

iel
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Intensité
Un modele de spikes en cascade Hypotheses
Théoreme 2

Hypothéses

On suppose que
SUPZ ’VVJ~>I| < 09,

iel

et que

;upz k Z/\j +1] x

i€l \k>1 JEVi(k)
k k
S Wil [ gt S Wl [ g(s)s
jeVi(k—1) k=1 jeav(k-1) 0
1
< —.
Y
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Intensité
Un modele de spikes en cascade Hypotheses
Théoréme 2

Théoreme 2

Sur (,.A) il existe une unique mesure de probabilité P sous
laquelle le processus canonique (Z',i € I) est stationnaire et
possede l'intensité voulue.
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modele

Idées de preuve ; o n S
P Décomposition Kalikow pour le second modele

Idées de preuve

Soit N(dt, di, dz) une Mesure de Poisson Aléatoire sur

R x / x [0,1] d'intensité dt (3, Aid;) dz. On peut construire le
processus (Z',i € 1) ayant l'intensité voulue de la maniere
suivante : pour chaque C € B(R),

= 1 A\ N(dt, di, dz).
/C/{i} /[0,1] ZS/\%—W’(ZJhj»;(f[Lg,t[gj(f—S)dZé)) (dt, di, dz)

cf Brémaud et Massoulié (1996) ou Delattre, Fournier et Hoffmann
(2014).
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Une mesure de Poisson dominante

Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modele
Décomposition Kalikow pour le second modele

Idées de preuve

Cela revient a définir pour chaque neurone j un Processus de
Poisson N’ d'intensité maximale A; et de décider que le processus
Z; ne peut sauter qu’'aux instants de sauts (Tfl;)neZ du processus
N’ avec, pour chacun de ces instants, la probabilité suivante pour
que cet instant t = T,’; soit également un instant de saut pour Z' :

B(Zi({t}) = 1|F,) = Zhﬁ, / g(t —5)dZ)

[Lit]
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Une mesure de Poisson dominante

Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modele
Décomposition Kalikow pour le second modele

Idées de preuve

On construit donc, a partir de la mesure de Poisson aléatoire N, la
grille G ={(i, T}),i € l}.
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration

Décomposition Kalikow pour le premier modele

Idées de preuve ; o n S
P Décomposition Kalikow pour le second modele

On construit donc, a partir de la mesure de Poisson aléatoire N, la
grille G = {(i, T}),i € I}.

Pour chacun des points (i, T!) de cette grille, il va falloir décider si
le neurone i émet un spike ou non, en tenant compte de la
configuration vue comme un élément de I'ensemble X := {0, 1}9.

Eva Loécherbach et Pierre Hodara Processus de Hawkes a mémoire d’ordre variable



Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration

Décomposition Kalikow pour le premier modele
Décomposition Kalikow pour le second modele

Idées de preuve

On construit donc, a partir de la mesure de Poisson aléatoire N, la
grille G = {(i, T}),i € I}.

Pour chacun des points (i, T!) de cette grille, il va falloir décider si
le neurone i émet un spike ou non, en tenant compte de la
configuration vue comme un élément de I'ensemble X := {0, 1}9.
On désigne donc une configuration par un élément x = (x');c; de
X avec x' = (x'(T))nez.
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Une mesure de Poisson dominante

Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modele
Décomposition Kalikow pour le second modele

Idées de preuve

On construit donc, a partir de la mesure de Poisson aléatoire N, la
grille G = {(i, T}),i € I}.

Pour chacun des points (i, T!) de cette grille, il va falloir décider si
le neurone i émet un spike ou non, en tenant compte de la
configuration vue comme un élément de I'ensemble X := {0, 1}9.
On désigne donc une configuration par un élément x = (x');c; de
X avec x' = (x'(T))nez.

Chaque élément x € X peut étre vu comme une mesure ponctuelle

en définissant
Z X 67‘1
nez
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration

Décomposition Kalikow pour le premier modele

Idées de preuve ; o n S
P Décomposition Kalikow pour le second modele

On s'intéresse donc pour le premier modele avec seuils de
saturation a la probabilité conditionnelle

P(ir)(1x) = Z Wi (¢ ([Lt(x), t]) A Kjsi)
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration

Décomposition Kalikow pour le premier modele

Idées de preuve ; o n S
P Décomposition Kalikow pour le second modele

On s'intéresse donc pour le premier modele avec seuils de
saturation a la probabilité conditionnelle

P(ir)(1x) = Z Wi (¢ ([Lt(x), t]) A Kjsi)

Et pour le second modele de spikes en cascade, a

Ao 1) = b | 32 W [ st osts

Li(x)
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modéle

Idées de preuve ; ! o 2
P Décomposition Kalikow pour le second modele

Proposition 1 : Décomposition Kalikow pour le 1ler modele

On fixe t = T} et i € I. |l existe des probabilités discretes

(1i(k))een sur N et une famille de probabilités

conditionnelles(pg.(]t)(-\x))kzo sur {0, 1} telles qu'on ait les

propriétés suivantes :
° (K]
P(i,t)("x) = Zﬂi(k)l’(,'7t)("x)7

k>0
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modéle

Idées de preuve ; ! o 2
P Décomposition Kalikow pour le second modele

Proposition 1 : Décomposition Kalikow pour le 1ler modele

On fixe t = T} et i € I. |l existe des probabilités discretes

(1i(k))een sur N et une famille de probabilités
conditionnelles(pgﬁ]t)(-\x))kzo sur {0, 1} telles qu'on ait les
propriétés suivantes :

o
Py (%) = D i k)b (1),

k>0

(2] PE?]t)('|X) ne dépend pas de la configuration x.
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modéle

Idées de preuve ; ! o 2
P Décomposition Kalikow pour le second modele

Proposition 1 : Décomposition Kalikow pour le 1ler modele

On fixe t = T} et i € I. |l existe des probabilités discretes

(1i(k))een sur N et une famille de probabilités
conditionnelles(pgﬁ]t)(-\x))kzo sur {0, 1} telles qu'on ait les
propriétés suivantes :

o
Py (%) = D i k)b (1),

k>0

(2] PE?]t)('|X) ne dépend pas de la configuration x.

© Pour k> 1, pg.(]t)(-|x) dépend uniquement des variables
x) 1 j e Vi(k).
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modéle

Idées de preuve ; ! o 2
P Décomposition Kalikow pour le second modele

Proposition 1 : Décomposition Kalikow pour le 1ler modele

On fixe t = T} et i € I. |l existe des probabilités discretes

(1i(k))een sur N et une famille de probabilités
conditionnelles(pgﬁ]t)(-\x))kzo sur {0, 1} telles qu'on ait les
propriétés suivantes :

o
Zﬂl(k)P(, " (+[x),

k>0

(2] p(l t)( |x) ne dépend pas de la configuration x.

© Pour k> 1, p(l. t)(-|x) dépend uniquement des variables
I« j € Vi(k).
Q piiy (%) > 0 et plil (1) + piiy (01x) = 1.
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modele

Idées de preuve ~ i g N
P Décomposition Kalikow pour le second modele

Proposition 2 : Décomposition Kalikow pour le 2nd modele

Soit (F¢),ep la filtration naturelle associée a la mesure de Poisson
aléatoire N. |l existe des variables aléatoires, toutes
Ft — measurable, (u(,;t)(k))keN donnant une loi discréte sur N et

[K]
(p(l.7t)(a|x)> o0.0c(0.1) telles que
o

Py (1X) = D 1.y (K)pLey (%),

k>0
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modele

Idées de preuve ~ i g N
P Décomposition Kalikow pour le second modele

Proposition 2 : Décomposition Kalikow pour le 2nd modele

Soit (F¢),ep la filtration naturelle associée a la mesure de Poisson
aléatoire N. |l existe des variables aléatoires, toutes

Ft — measurable, (u(,;t)(k))keN donnant une loi discréte sur N et
(K]
(p(l t)( alx )) 500601} telles que
o

P (1) = 3 e (KA (1),

k>0

(2] p(l t)( |x) ne dépend pas de la configuration x.
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modele

Idées de preuve ~ i g N
P Décomposition Kalikow pour le second modele

Proposition 2 : Décomposition Kalikow pour le 2nd modele

Soit (F¢),ep la filtration naturelle associée a la mesure de Poisson
aléatoire N. |l existe des variables aléatoires, toutes

Ft — measurable, (u(,;t)(k))keN donnant une loi discréte sur N et
(K]
(p(l t)( alx )) 500601} telles que
o

P (1) = 3 e (KA (1),

k>0

(2] p(l t)( |x) ne dépend pas de la configuration x.

© Pour k> 1, p(l. t)(-|x) dépend uniquement des variables

(x(j, T (, Th) € Vi(k) x [t — k; t[) .
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Une mesure de Poisson dominante
Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modele

Idées de preuve ~ i g N
P Décomposition Kalikow pour le second modele

Proposition 2 : Décomposition Kalikow pour le 2nd modele

Soit (F¢),ep la filtration naturelle associée a la mesure de Poisson
aléatoire N. |l existe des variables aléatoires, toutes

Ft — measurable, (u(,;t)(k))keN donnant une loi discréte sur N et
(K]
(p(l t)( alx )) 500601} telles que
o

P (1) = 3 e (KA (1),

k>0

(2] p(l t)( |x) ne dépend pas de la configuration x.

© Pour k> 1, p(i7t)(-|x) dépend uniquement des variables
(x(j, Th): (), Th) € V-(k) X[t~ kitl)

© piry(1lx) € [0. 1] et pify (1) + p(fy(0x) = 1



Une mesure de Poisson dominante

Probabilité conditionnelle a la configuration
Décomposition Kalikow pour le premier modele
Décomposition Kalikow pour le second modele

Idées de preuve

MERCI
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