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vt = v0 −
∫ t

0
sign(vs)|vs|βds

xt =

∫ t

0
vsds
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vεt = v0 −
∫ t

0
sign(vεs)|vεs|βds + ε`t

xεt =

∫ t

0
vεsds
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Processus de Lévy

Processus de Lévy
Un processus de Lévy X est un processus qui vérifie :

X0 = 0 presque sûrement
X est à accroissements indépendants et stationnaires
X est càdlàg

Processus α-stable
Un processus de Lévy X est appelé α-stable pour α ∈ (0, 2] si
les processus (Xcαt)t et (cXt)t ont la même loi pour tout c > 0.

Remarque : Pour α = 2, le processus est un mouvement
Brownien standard et pour α ∈ (0, 2), le processus est
purement à sauts.
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Mesure de Poisson

Soit (S;A) un espace mesurable et (Ω;F ;P) un espace
probabilisé.

Mesure de Poisson
Soit µ une mesure σ-finie sur (S;A). Une mesure aléatoire de
Poisson N sur (S;A) est une collection de variables aléatoires
(N(B); B ∈ A) telle que :

pour tout B ∈ A tel que µ(B) < +∞, N(B) suit une loi de
Poisson de paramètre µ(B),
si A1, . . . ,Am sont des ensembles disjoints de A, les
variables aléatoires N(A1), . . . ,N(Am) sont indépendantes,
pour tout ω ∈ Ω,A 7→ N(A, ω) est une mesure de comptage
sur (S,A).
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Mesure et intégrale de Poisson

Si X est un processus de Lévy,

N([0,T],A) := #{0 ≤ s ≤ t, Xt − Xt− ∈ A}

est une mesure de Poisson.

Intégrale de Poisson

Soit N une mesure aléatoire de Poisson d’intensité dt ⊗ µ sur
R+ × (R/{0}). Si f : R→ R est une fonction borélienne et si
A ∈ B(R/{0}) vérifie µ(A) < +∞, on définit, pour tout t ≥ 0 et
ω ∈ Ω, l’intégrale stochastique de Poisson de f par :∫

A
f (z)N(t, dz) :=

∑
z∈A

f (z)N(t, {z}).
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Décomposition d’Itô-Lévy

Théorème de décomposition d’Itô-Lévy
Si X est un processus de Lévy alors il existe b ∈ R, un
mouvement brownien standard B, un coefficient de diffusion σ
et une mesure aléatoire de Poisson N sur R+ × (R/{0}),
d’intensité dt ⊗ µ où µ est une mesure de Lévy (i.e. vérifiant∫
R/{0}(1 ∧ z2)µ(dz) < +∞) tels que, pour tout t ≥ 0 :

Xt = bt + σBt +

∫
0<|z|<1

z Ñ(t, dz) +

∫
|z|>1

z N(t, dz)

où Ñ est la mesure de Poisson compensée de N définie par :
Ñ(t, dz) = N(t, dz)− tµ(dz).
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Décomposition d’Itô-Lévy

Corollaire
Si X est un processus de Lévy α-stable pour α ∈ (0, 2), on a :

Xt =

∫
0<|z|<1

z Ñ(t, dz) +

∫
|z|>1

z N(t, dz)

où la mesure de Lévy µ est µ(dz) = |z|−1−αdz.
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Formule d’Itô-Lévy

Théorème
Soit X un processus de la forme :

Xt = X0+

∫ t

0
b(s)ds+

∫ t

0
σ(s)dBs+

∫ t

0

∫
0<|z|<1

H(s, z)Ñ(ds, dz)+
∫ t

0

∫
|z|>1

K(s, z)N(ds, dz),

alors, pour toute fonction f ∈ C2(R) et tout t ≥ 0, on a :

f (Xt) = f (X0) +

∫ t

0
f ′(Xs− )b(s)ds +

∫ t

0
f ′(Xs− )σ(s)dBs +

1
2

∫ t

0
f ′′(Xs− )σ2(s)ds

+

∫ t

0

∫
0<|z|<1

[f (Xs− + H(s, z))− f (Xs− )]Ñ(ds, dz)

+

∫ t

0

∫
0<|z|<1

[f (Xs− + H(s, z))− f (Xs− )− f ′(Xs− )H(s, z)]dsµ(dz)

+

∫ t

0

∫
|z|>1

[f (Xs− + K(s, z))− f (Xs− )]N(ds, dz).
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Proposition, Gradinau et E.

Pour β ≥ 0, quand ε→ 0, {vεt : t ≥ 0} (respectivement xε)
converge vers v (respectivement x) en probabilité
uniformement sur tout intervalle compact.
Pour β ≥ 1, on introduit Zt := −

∫ t
0 β|vs|β−1Zsds + `t. On a

1
ε(vε − v− εZ) et 1

ε(xε − x− ε
∫

Z) convergent UCP vers 0,
quand ε→ 0.
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On pose, pour t ≥ 0,

Xεt := xεε−αt et Vεt := vεε−αt

qui satisfont alors respectivement,

Xεt =
1
εα

∫ t

0
Vεs ds et Vεt = Lεt −

1
εα

∫ t

0
sgn(Vεs )|Vεs |βds.

où {Lεt := ε`ε−αt : t ≥ 0} est aussi un processus α-stable.
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Théorème, Gradinaru et E.
Supposons que 0 < α ≤ 2 et β + α

2 > 2, on pose
θ := α

α+β−1 ∈ (0, 1). Alors il existe une constante positive κα,β
telle que le processus{

εθ(β+
α
2 −2)xεε−αt : t ≥ 0

}
=
{
εθ(β+

α
2 −2)Xεt : t ≥ 0

}
converge en distribution vers un mouvement Brownien avec
coefficient de diffusion κα,β quand ε→ 0. De plus, si α = 2, le
résultat est vrai pour −1 < β ≤ 1.
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Si α+ β − 1 > 0, on pose

Ľεt :=
Lεt εαθ
εθ

=
`t ε−θ(β−1)

ε
θ(β−1)
α

et V̌εt :=
Vεt εαθ
εθ

.

Par auto-similarité, Ľε est un processus de Lévy α-stable et on
a :

Xεt = εθ(2−β)
∫ tε−αθ

0
V̌εs ds et V̌εt = Ľεt −

∫ t

0
sgn(V̌εs )|V̌εs |βds.
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Théorème de Whitt
Pour n ≥ 1, soit Mn = (Mn,1, . . . ,Mn,k) une martingale locale
dans Dk pour une filtration Fn, satisfaisant Mn(0) = (0, . . . , 0).
Soit C = (ci,j) une matrice de covariance de taille k2. Si Mn est
de carré intégrable, on peut introduire la covariation
quadratique prédictible 〈Mn,i,Mn,j〉. Si, de plus, pour tout T > 0
et (i, j) ∈ [|1, k|]2, on a :

lim
n→+∞

E[J(〈Mn,i,Mn,j〉,T) = 0

lim
n→+∞

E[J(Mn,T)2] = 0

〈Mn,i,Mn,j〉(t)⇒ ci,jt

alors Mn ⇒ M dans Dk où M est un (0,C)-mouvement
brownien.
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Schéma de preuve dans le cas Brownien

Étape 1 On résout l’équation de Poisson :

(L2,β gβ)(x) = x où L2,β :=
1
2

d2

dx2 − sgn(x)|x|β d
dx
.

La solution est :

gβ(x) =

∫ x

0

(∫ +∞

y
−2zecβ(z)dz

)
e−cβ(y)dy,

avec cβ(x) := − 2
β+1 |x|

β+1.
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Schéma de preuve dans le cas Brownien

Étape 2 En utilisant la formule d’Itô, on obtient alors :

ε
θ(β−1)

Xεt = −εθ
∫ t ε

−2θ

0
g′β(V̌s)dB̌s + εθgβ

(
V̌t ε−2θ

)
.

Étape 3 On montre que εθgβ
(

V̌t ε−2θ

)
converge vers 0, UCP.

On utilise le théorème de Whitt et le théorème ergodique

pour montrer que −εθ
∫ t ε

−2θ

0 g′β(V̌s)dB̌s converge vers

un mouvement Brownien avec coefficient de diffusion κ2,β.

Étape 4 On utilise le théorème de Slutsky et le continuous mapping
theorem pour conclure.
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Le cas purement à sauts

Étape 1 Par la décomposition de Itô-Lévy, il existe un processus de
Poisson N et son compensé Ñ tel que

Ľt =

∫ t

0

∫
|z|≤1

zÑ(ds, dz) +

∫ t

0

∫
|z|>1

zN(ds, dz).

Le générateur de V̌ est :

(Lα,β g)(x) = −sgn(x)|x|βg′(x)+

∫
R

[
g(x+y)−g(x)−yg′(x)1|y|≤1

]
ν(dy).

Pour résoudre l’Équation de Poisson, il suffit de trouver une
fonction de Lyapunov h (i.e. : Lα,β h ≤ −Ch). Le théorème de
Glynn et Meyn nous assure alors l’existence d’une solution ĝ
vérifiant |ĝ| ≤ c(h + 1), avec c une constante positive.
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Le cas purement à sauts

Étape 2 En utilisant la formule d’Itô-Lévy, on obtient alors :

εθ(β+
α
2 −2)Xεt = ε

αθ
2 ĝ
(
V̌t ε−αθ

)
− ε

αθ
2 Mt ε−αθ ,

avec

Mt :=

∫ t

0

∫
R

[ĝ(z + V̌s)− ĝ(V̌s)]Ñ(ds, dz).

Étape 3 On montre que ε
αθ
2 ĝ
(
V̌t ε−αθ

)
converge vers 0, UCP.

On utilise le théorème de Whitt et le théorème ergodique
pour montrer que ε

αθ
2 Mt ε−αθ converge vers

un mouvement Brownien avec coefficient de diffusion κα,β.
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Le cas purement à sauts

Étape 4 On utilise le théorème de Slutsky et le continuous mapping
theorem pour conclure.
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