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Processus de Lévy

Processus de Lévy

Un processus de Lévy X est un processus qui vérifie :
@ X, = 0 presque s(rement
@ X est a accroissements indépendants et stationnaires
@ X est cadlag
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Processus de Lévy

Un processus de Lévy X est un processus qui vérifie :

@ X, = 0 presque s(rement
@ X est a accroissements indépendants et stationnaires
@ X est cadlag

Processus a-stable

Un processus de Lévy X est appelé a-stable pour a € (0, 2] si
les processus (X o), et (cX;), ont la méme loi pour tout ¢ > 0.
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Processus de Lévy

Un processus de Lévy X est un processus qui vérifie :
@ X, = 0 presque s(rement
@ X est a accroissements indépendants et stationnaires
@ X est cadlag

Processus a-stable

Un processus de Lévy X est appelé a-stable pour a € (0, 2] si
les processus (X o), et (cX;), ont la méme loi pour tout ¢ > 0.

Remarque : Pour o = 2, le processus est un mouvement
Brownien standard et pour a € (0,2), le processus est
purement a sauts.
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Mesure de Poisson

Soit (S;.4) un espace mesurable et (2; F;P) un espace
probabilisé.

Mesure de Poisson
Soit 1 une mesure o-finie sur (S;.4). Une mesure aléatoire de
Poisson N sur (S;.A) est une collection de variables aléatoires
(N(B);B € A) telle que :
@ pour tout B € A tel que u(B) < +oo, N(B) suit une loi de
Poisson de paramétre 1(B),
@ SiAy,...,A, sont des ensembles disjoints de A, les
variables aléatoires N(A;), ...,N(A,) sont indépendantes,
@ pour tout w € 2,A — N(A,w) est une mesure de comptage
sur (S, .A).
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Mesure et intégrale de Poisson

Si X est un processus de Lévy,
N([0,T],A) :=#{0<s <t X,— X, € A}

est une mesure de Poisson.
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Mesure et intégrale de Poisson

Si X est un processus de Lévy,
N([0,T],A) :=#{0<s <t X,— X, € A}

est une mesure de Poisson.

N
|

Intégrale de Poisson

Soit N une mesure aléatoire de Poisson d’intensité dr @ pu sur
T x (R/{0}). Sif : R — R est une fonction borélienne et si

A € B(R/{0}) vérifie u(A) < +oo, on définit, pour tout 7 > 0 et

w € Q, lintégrale stochastique de Poisson de f par :

/ N(t,dz) : Zf N(t,{z}).

Z€EA

Richard Eon sous la direction de Mihai Gradinaru Equation de Langevin avec petites perturbations browniennes ou



Processus de Lévy et calcul stochastique

Décomposition d’ltd-Lévy

Théoréme de décomposition d’Ito-Lévy

Si X est un processus de Lévy alors il existe b € R, un
mouvement brownien standard B, un coefficient de diffusion o
et une mesure aléatoire de Poisson N sur R* x (R/{0}),
d’intensité dr ® p ou p est une mesure de Lévy (i.e. vérifiant
Jry0y (1 A 22)p(dz) < +00) tels que, pour tout 7 > 0 :

X[:bt+UB[+/

ZN(t,dz) + / ZN(t,dz)
0<z|<1

|z]>1

ol N est la mesure de Poisson compensée de N définie par :
N(t,dz) = N(t,dz) — tu(dz).
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Décomposition d’lt6-Lévy

Corollaire

Si X est un processus de Lévy a-stable pour a € (0,2),0n a:

X Z/ ZN(t,dz) +/ ZN(t,dz)
0<z|<1 |z]>1

ol la mesure de Lévy y est pu(dz) = |z|~'~dz.
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Formule d’Ité-Lévy

Théoreme

Soit X un processus de la forme :

X; :Xo—&—/otb(s)ds—i-/ota(s)st—&-/Ot /O<‘Z‘<]H(s,z)ﬁ(ds,dz)+/0t /|Z|>1K(s,z)N(ds,dz),

alors, pour toute fonction f € C*(R) ettoutz > 0,0n a:

f(X:)

F(Xo) + / £/ (X, )b(s)ds + / £ (X,~)o(s)dBs + = / £(X,- )0 (5)ds

&= /0 / y Kl[f(xs, + H(s,2)) — f(X,~ )]N(ds, dz)
+ / /<‘ KID‘(XX— + H(s,2)) — f(X,—) — f' (X, )H(s, z)]dsp(dz)
i //|>1V(X + K(s,2)) — f(X;~)]N(ds, dz).
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Etude du comportement de la vitesse et de la position pour une
vitesse initiale non nulle
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Proposition, Gradinau et E.

@ Pour 8 > 0,quand € — 0, {v¢ : t > 0} (respectivement x)
converge vers v (respectivement x) en probabilité
uniformement sur tout intervalle compact.

@ Pour 8 > 1, on introduit Z, := — [, B|vs|*~'Zds + ¢,. On a
(v —v—eZ) et L(x* —x — e [ Z) convergent UCP vers 0,
quand ¢ — 0.
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On pose, pour ¢t > 0,

€ .__ &
X; ==Xy

et Vi:=12

et

qui satisfont alors respectivement,

1/ L[
xi= [vies et vi=iio L [savovias
0 e Jo

ou {Lf :=el.—a, : t > 0} est aussi un processus a-stable.
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Théoreme, Gradinaru et E.

Supposons que 0 < a <2 et 8+ § > 2, on pose
0 := ;75— € (0,1). Alors il existe une constante positive rq s
telle que le processus

et

[06+802 1> 0) = [20+820x7 1> 0}
converge en distribution vers un mouvement Brownien avec
coefficient de diffusion s, s quand ¢ — 0. De plus, sia =2, le
résultat est vrai pour —1 < g < 1.
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Sia+ 5 —1>0,o0npose

€ €
je.— Ltsae _ gta—e(ﬁ—l) t Ve = Vts‘w
e TR rT e

3

Par auto-similarité, L est un processus de Lévy a-stable et on
a:

te— 0 !
xi=0 [T e et vi=Li [ sa(vviPas
0 0
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Théoreme de Whitt

Pourn > 1, soit M,, = (M, 1, . .., M, ;) une martingale locale
dans D* pour une filtration F,,, satisfaisant M,,(0) = (0, .. .,0).
Soit C = (¢;;) une matrice de covariance de taille k>. Si M, est
de carré intégrable, on peut introduire la covariation
quadratique prédictible (M, ;, M, ;). Si, de plus, pour tout T > 0
et (i,j) € [|1,k)>,ona:

@ lim E[J((M,;,M,;),T) =0

n—-+o00o

(
o lim EJ(M,,T)* =0
)

n—+00
(*] <Mn’,',MnJ ( ) = cjjt
alors M, = M dans D* ol M est un (0, C)-mouvement
brownien.
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Schéma de preuve dans le cas Brownien

Etape 1 On résout 'équation de Poisson :

L& d
2 dx? '

— sen(o) b’

(L2p8p)(x) =x oU Lyg:=
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Schéma de preuve dans le cas Brownien

Etape 1 On résout 'équation de Poisson :

1 d2

R d
(Lrpgp)(x) =x ou  Lyg:= Tal sgn(x)|x|5a.

La solution est :

X +o0
gﬁ(x) = /0 (/ —2Zecﬁ(z)dz> e_cﬁ(}’)dy’
y
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Schéma de preuve dans le cas Brownien

Etape 2 En utilisant la formule d’ltd, on obtient alors :

—20

te
Eg(gfl)xtg — 0 / g’ﬂ(‘v/s)st + 59g5 (Vlgfze)) .
0
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Schéma de preuve dans le cas Brownien

Etape 2 En utilisant la formule d’ltd, on obtient alors :

—20

te
Eg(gfl)xtg — 0 / g’ﬂ(‘v/s)st + 59g5 (Vlgfze)) .
0

Etape 3 On montre que g5 (Vt€729> converge vers 0, UCP.

On utilise le théoréme de Whitt et le théoreme ergodique
te
0

un mouvement Brownien avec coefficient de diffusion r, g.

20
pour montrer que —e? ¢5(Vs)dB; converge vers
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Schéma de preuve dans le cas Brownien

Etape 2 En utilisant la formule d’ltd, on obtient alors :

—20

te
Eg(gfl)xtg — 0 / g’ﬂ(‘v/s)st + 59g5 (VIE—29> .
0

Etape 3 On montre que g5 (Vt€729> converge vers 0, UCP.

On utilise le théoréme de Whitt et le théoreme ergodique
te

26
our montrer que —¢? g% (V)dB, converge vers
P g 0 ]

un mouvement Brownien avec coefficient de diffusion r, g.

Etape 4 On utilise le théoréme de Slutsky et le continuous mapping
theorem pour conclure.
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Le cas purement a sauts

Etape 1 Par la décomposition de Ito-Lévy, il existe un processus de
Poisson N et son compensé N tel que

t t
L :/ ZN(ds, dz) +/ zN(ds, dz).
0 Jiz<1 0 Jlz[>1

Le générateur de V est :

(Cap 8)(x) = —sgn(@)lx|' (x)+ /

[8x) ()8 ()11 ().
R
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Le cas purement a sauts

Etape 1 Par la décomposition de Ito-Lévy, il existe un processus de
Poisson N et son compensé N tel que

t t
L :/ ZN(ds, dz) +/ zN(ds, dz).
0 Jiz<1 0 Jlz[>1

Le générateur de V est :
(La,p8)(x) = —sgn(x)|x|"g (x)+ / [g(ery)*g(x)fyg’(X)1b~|g1} v(dy).
R

Pour résoudre I'Equation de Poisson, il suffit de trouver une
fonction de Lyapunov & (i.e. : L, gh < —Ch). Le théoreme de
Glynn et Meyn nous assure alors I'existence d’une solution g
verifiant |g| < c¢(h + 1), avec ¢ une constante positive.
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Le cas purement a sauts

Etape 2 En utilisant la formule d'lté-Lévy, on obtient alors :

fB+s-Dxe = 5%9(@(\7%7&9) - eaTeMtsfae,
avec ,
M, = [8(z+ Vi) — &(V5)IN(ds, dz)
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Le cas purement a sauts

Etape 2 En utilisant la formule d'lté-Lévy, on obtient alors :

avec

0 JR
Etape 3 On montre que saTeg(VtE_ae) converge vers 0, UCP.

On utilise le théoréme de Whitt et le théoreme ergodique
pour montrer que saTeM,Efag converge vers

un mouvement Brownien avec coefficient de diffusion x, g.
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Le cas purement a sauts

Etape 4 On utilise le théoréme de Slutsky et le continuous mapping
theorem pour conclure.
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