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Introduction

Dé�nition et Résultats existants

Qu'est une di�usion auto-interagissante ?

Dé�nition
Un processus stochastique continu en temps (Xt)t>0 est une

di�usion auto-interagissante de potentiel V et de fonction de poids

g si elle est solution de l'EDS

dXt = dBt(Xt)− g(t)[

∫ t

0

∇VXs
(Xt)ds]dt, (1)

avec Vx(y) = V (x , y)

Par exemple, V (x , y) = v(y − x) pour une fonction de R dans R.
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Résultats existants

Le cas où M est une variété Riemannienne et g(t) = 1
t
a été en

premier étudié par Benaïm, Raimond et Ledoux ; puis sur Rd par

Kurtzmann. Dans ces papiers, les résultats principaux consistent en

une description précise du comportement en temps long de la

mesure d'occupation renormalisé 1
t

∫ t

0
δXs

ds.

Lorsque M = R(d), g(t) = 1 et V (x , y) = v(y − x), des résultats
de convergence presque sûre ont été obtenu pour des fonctions v

satisfaisant xv ′(x) > 0∀x 6= 0 (〈x , v ′(x)〉 ≥ 0 lorsque d>1) par

Cranston, Herrmann, Le Jan, Raimond, Roynette et Scheutzow.

Plus précisément, on a, sur R, les énoncés suivants ...
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Résultats existants II

Soit Xt la solution de

dXt = dBt −
∫ t

0

v ′(Xt − Xs)dsdt, X0 = 0.

Théorème (Cranston, Le Jan, '95)

Si v ′(x) = x ou v ′(x) = sgn(x), alors Xt converge p.s.

Théorème (Herrmann, Roynette, '03)

Si v ′ est une fonction continue bornée, monotone croissante,

impaire et tel qu'il existe des constantes C , ρ > 0 et k ∈ N∗ tel que
|v ′(x)| > C exp(−ρ/|x |k) sur un voisinage de 0, alors Xt converge

p.s.
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Résultats existants III : Vitesse de convergence

Théorème (Herrmann, Scheutzow, '04)

Si v ′(x) = x, alors |Xt − X∞| = O(
√

log(t)
t

) et cette vitesse est

optimale.

Si v ′ est une fonction impaire de classe C1 monotone croissante et

tel qu'il existe γ > 1, C > 0 de sorte que

|v ′(x)− v ′(y)| > C |x − y |γ sur un voisinage de 0, alors pour

µ < 1/(1 + γ),

lim
t→∞

(
t

log(t)
)µ sup

s>t
|Xs − Xt | = 0.
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Lorsque xv ′(x) < 0, on est dans un cadre répulsif, et d'autres types

de résultats sont obtenus, notamment par :

Durrett et Rogers en 1992

Cranston et Mountford en 1996

Mountford et Tarrès en 2008

Tóth, Tarrès et Valkó en 2012
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Un cas périodique

Durant cet exposé, on considère la di�usion renforcée

dXt = dBt + a

∫ t

0

sin(Xt − Xs)dsdt, (2)

où a 6= 0 et (Bt)t est un mouvement Brownien réel.
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Comment aborder le problème ?

Comme vous l'avez peut-être remarqué, les di�usions renforcées ne

sont pas Markoviennes.

Le but est donc de "transformer" (2) pour avoir une vraie EDS.

On introduit alors les variables...

Ut =
∫ t

0
cos(Xs)ds et Vt =

∫ t

0
sin(Xs)ds.
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Système engendré

On obtient alors l'EDS suivante sur S1 × R2 :
dXt = a(sin(Xt)Ut − cos(Xt)Vt)dt + dBt

dUt = cos(Xt)dt,
dVt = sin(Xt)dt

(3)

où S1 est identi�é à R/2πZ.
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Cas attractif

Le résultat

Théorème (C-E.G,'15)

Si a < 0, il existe alors une variable aléatoire X∞ telle que

|Xt − X∞| = O(t−1/4
√
log t) p.s.
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Un double changement de variable I

Le premier changement de variable consiste à poser

Ct = cos(Xt)Ut + sin(Xt)Vt et At = sin(Xt)Ut − cos(Xt)Vt .

On obtient alors le système :

Xt = Bt + a

∫ t

0

Asds. (4)

et
dCt = (1− aA2

t )dt − 1
2
Ctdt − 1AtdBt

dAt = aAtCtdt − 1
2
Atdt + 1CtdBt

(5)

.
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Un double changement de variable II

Le deuxième changement est un passage au coordonnées polaires :

(Ct ,At) = (rt cos(Yt), rt sin(Yt)).

Le système obtenu est donc :{
dYt = dBt + (art − 1

rt
) sin(Yt)dt

drt = cos(Yt)dt
(6)
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Résultats intermédiaires I

Lemme
On a lim inft→∞

rt√
t
> 1 p.s.

Lemme
((cos(Yt), sin(Yt)))t>0 converge p.s vers (1, 0). De plus,

‖(cos(Yt), sin(Yt))− (1, 0)‖ = O(t−1/4
√
log(t)). (7)
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Résultats intermédiaires II

En exprimant (Ut ,Vt) = (ρt cos(θt), sin(θt)), on obtient de (3)

θt = Xt − Yt .

Par (6) et (4), la dynamique de θt est donnée par

dθt =
sin(Yt)

rt
dt. (8)

Lemme
θt converge p.s et la vitesse de convergence est O(t−1/4

√
log t).



Di�usions auto-interagissantes: Un cas périodique

Cas attractif

Schéma de la preuve

Résultats intermédiaires II

En exprimant (Ut ,Vt) = (ρt cos(θt), sin(θt)), on obtient de (3)

θt = Xt − Yt .

Par (6) et (4), la dynamique de θt est donnée par

dθt =
sin(Yt)

rt
dt. (8)

Lemme
θt converge p.s et la vitesse de convergence est O(t−1/4

√
log t).



Di�usions auto-interagissantes: Un cas périodique

Cas attractif

Schéma de la preuve

Résultats intermédiaires II

En exprimant (Ut ,Vt) = (ρt cos(θt), sin(θt)), on obtient de (3)

θt = Xt − Yt .

Par (6) et (4), la dynamique de θt est donnée par

dθt =
sin(Yt)

rt
dt. (8)

Lemme
θt converge p.s et la vitesse de convergence est O(t−1/4

√
log t).



Di�usions auto-interagissantes: Un cas périodique

Cas attractif

Schéma de la preuve

"Preuve" du Lemme 2 :

Soit g : (0,∞)→ [1/
√
−a,∞) : r 7→ (−a)r + 1

r
de sorte que

dYt = dBt + g(rt) sin(Yt)dt.

En utilisant le fait que

lim inft
rt√
t
> 1, on e�ectue le changement Zt = Yα(t), où α est la

fonction inverse de A(t) =
∫ t

0
g(rs)ds.

On a ainsi l'EDS :

dZt =
√
α̇(t)dWt − sin(Zt)dt.

Observons que dα(t) = dt
g(rα(t))

.
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Cas attractif

Trajectoires pseudo-asymptotiques (TPA)

Dé�nition de TPA

Dé�nition
Soit (M, d) un espace métrique et Φ un semi-�ot. Une fonction

continue X : R+ → M est une trajectoire pseudo-asymptotique

pour Φ si

lim
t→∞

sup
06h6T

d(X (t + h),Φh(X (t))) = 0 (9)

pour tout T > 0.

Si Xt est un processus stochastique, alors Xt est une trajectoire

pseudo-asymptotique forte pour Φ si la limite (9) est satisfaite p.s.
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Trajectoires pseudo-asymptotiques (TPA)

Résultats concernant des TPA I

Théorème
Supposons que la fermeture de X ([0,∞)) est compacte dans un espace

métrique M. Posons L(X ) =
⋂

t>0
X ([t,∞). Si Φ admet une fonction de

Lyapunov et que les équilibres dans L(X ) sont isolés, alors X (t) converge

vers l'un des équilibres quand t →∞.

Théorème
Soit g : R→ R une fonction Lipschitzienne et σ : R+ → R une fonction

continue. Supposons qu'il existe une fonction ε : R+ → R+ telle que

σ2(.) 6 ε(.) et

∀k > 0,

∫ ∞

0

exp(−k/ε(t))dt <∞. (10)

Alors, toute solution of dxt = g(xt)dt + σ(t)dBt est avec probabilité 1

une PTA pour le �ot induit par l'EDO Ẋ (t) = g(X (t)).
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Résultats concernant des TPA II

Lemme
Soit Xt la solution de l'EDS

dXt = −λXtdt +
√
ε(t)dBt , (11)

avec condition initiale X0 = x. Si

lim sup
t→∞

log ε(t)

t
= 0 (12)

(p.ex. ε(t) = inf(1, t−η), avec η > 0),

alors |Xt | = O(ε1/2(t)
√
log t).
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Un résultat de comparaison

Lemme (Herrmann, Scheutzow, '04)

Soit h une fonction Lipschitzienne impaire telle que x 7→
√
xh(
√
x)

est Lipschitzienne. Notons Xt la solution de l'EDS

dXt = h(Xt) + ε(t)dBt , X0 = x

où ε(.) est une fonction positive et bornée.

Soit g une fonction ayant les mêmes propriétés que h et telle que

sgn(x)g(x) > sgn(x)h(x) ∀x ∈ R.

Alors P(X 2
t 6 Ut , ∀t > 0) = 1, où le processus (Ut)t>0 a la même

loi que (Y 2
t )t>0 avec Yt la solution de

dYt = g(Yt) + ε(t)dBt , Y0 = x .
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Preuve, suite

On pose ε(t) = α̇(t) = 1
g(rα(t))

.

En utilisant le fait que

A(t) 6
∫ t

0
g(
√
−a+1√
−a + s)ds 6 C 2t2, on a α(t) > t1/2

C2 ; et donc

ε(t) 6 Ct−1/4/2

pour t su�sament grand. En utilisant les Théorèmes précédents, on

obtient la convergence p.s de Zt et donc de Yt .
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Preuve, �n

En utilisant le lemme sur le cas linéaire et le résultat de

comparaison, on obtient

|Zt | = O(ε1/2(t)
√
log(t))

et donc

|Yt | = |ZA(t)| = O((
1

g(rt)
)1/2

√
log(A(t))).

On conclut en se rappelant la vitesse de croissance de rt et la

dé�nition de g .
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Les résultats principaux I

Théorème (Benaïm & C-E.G,'15)

Soit (Pt)t>0 le semi-groupe associé au système (3) et Pt(y0, dy) sa

probabilité de transition. Alors

1) Le semi-groupe (Pt)t>0 est fortement Feller (c-à-d Pt f est une

fonction continue et bornée pour toute fonction f bornée et

mesurable) et il existe une fonction pt(y0, y) de classe

C∞((0,∞),M,M) telle que Pt(y0, dy) = pt(y0, y)dy pour

tout y0 ∈M and (L∗z − ∂t)pt(y , z) = 0,

2) La probabilité µ(dy) = ϕ(y)dy, où
ϕ(x , u, v) = 1

2π exp(− a
2

(u2 + v2)) est l'unique probabilité

invariante.

3) limt→∞
∫
M |pt(z , y)− ϕ(y)|dy = 0 pour tout z ∈M.
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Les résultats principaux II
Vitesses de convergences

Théorème (Dolbeault & Klar & Mouhot & Schmeiser,'13 et
Benaïm & C-E.G,'15)

Pour tout η > 0 et g ∈ L2(µ)

‖Ptg−
∫
M
g(y)µ(dy)‖L2(µ) 6 (1+η)‖g−

∫
M
g(y)µ(dy)‖L2(µ)e−λt ,

où

λ =
η

1 + η

K1

1 + K2 + K3
,

et les constantes Kj <∞, j = 1, 2, 3, dépendent seulement des

valeurs propres du Laplacien sur le cercle, du potentiel

Φ(u, v) = a
2

(u2 + v2) et du cercle.
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Théorème (Benaïm & C-E.G,'15)

Pour tout z0 ∈M et t > 1,

‖Pt(z0, dz)− µ(dz)‖TV 6 (1 + η)‖h(1, z0, z)− 1‖L2(µ)e−λ(t−1),

où h(1, z0, z) = p1(z0,z)
ϕ(z) et

λ =
η

1 + η

K1

1 + K2 + K3
.

Les constantes Kj <∞, j = 1, 2, 3, sont les mêmes que ceux du

théorème précédent.
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Preuve du Théorème 1 I
Propriété "Fortement Feller"

La preuve repose sur la condition de Hörmander.

C'est quoi ? De quoi a-t-on besoin ?

Dé�nition
Pour deux champs vectoriels di�érentiable A,B : Rm → Rm, le

crochet de Lie entre A et B est

[A,B](u) = DB(u)A(u)− DA(u)B(u).
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La preuve repose sur la condition de Hörmander.

C'est quoi ? De quoi a-t-on besoin ?

Dé�nition
Pour deux champs vectoriels di�érentiable A,B : Rm → Rm, le
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[A,B](u) = DB(u)A(u)− DA(u)B(u).
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Preuve du Théorème 1 II
Propriété "Fortement Feller"

On considère, sur une variété de dimension d , l'EDS :

dYt =
N∑
i=1

Gi (Yt) ◦ dB i
t + G0(Yt),

où (B1
t )t , · · · , (BN

t )t sont des mouvements Browniens réels et

indépendants.

Posons A0,M = {G1, · · · ,GN} et dé�nissons récursivement Ak,M ,

k > 1 par

Ak,M = Ak−1,M ∪ {[B,Gj ], B ∈ Ak−1,M and j = 0, · · · ,N}.

Pour un point y de la variété, on dé�nit

Ak,M(y) = span{V (y),V ∈ Ak,M}
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Preuve du Théorème 1 II
Propriété "Fortement Feller"

On considère, sur une variété de dimension d , l'EDS :

dYt =
N∑
i=1

Gi (Yt) ◦ dB i
t + G0(Yt),

où (B1
t )t , · · · , (BN

t )t sont des mouvements Browniens réels et

indépendants.

Posons A0,M = {G1, · · · ,GN} et dé�nissons récursivement Ak,M ,

k > 1 par

Ak,M = Ak−1,M ∪ {[B,Gj ], B ∈ Ak−1,M and j = 0, · · · ,N}.

Pour un point y de la variété, on dé�nit

Ak,M(y) = span{V (y),V ∈ Ak,M}
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Preuve du Théorème 1 II
Propriété "Fortement Feller"

On considère, sur une variété de dimension d , l'EDS :

dYt =
N∑
i=1

Gi (Yt) ◦ dB i
t + G0(Yt),

où (B1
t )t , · · · , (BN

t )t sont des mouvements Browniens réels et

indépendants.

Posons A0,M = {G1, · · · ,GN} et dé�nissons récursivement Ak,M ,

k > 1 par

Ak,M = Ak−1,M ∪ {[B,Gj ], B ∈ Ak−1,M and j = 0, · · · ,N}.

Pour un point y de la variété, on dé�nit

Ak,M(y) = span{V (y),V ∈ Ak,M}
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Preuve du Théorème 1 III
Propriété "Fortement Feller"

Dé�nition
On dit que la condition de Hörmander est satisfaite ssi

A∞,M(y) = ∪k>0Ak,M(y) est de dimension d pour tout y .

Proposition

Le système (3) satisfait la condition de Hörmander.

Preuve : On a

G1(x , u, v) =

10
0

 et G0(x , u, v) =

a(sin(x)u − cos(x)v)
cos(x)
sin(x)

 .
Il est facile de calculer que [G0,G1](x , u, v) = ∂xG1(x , u, v). Ainsi
G0, [G0,G1] et [G0, [G0,G1]] engendrent un espace vectoriel de

dimension 3 en tout point.�
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Preuve du Théorème 1 III
Propriété "Fortement Feller"

Dé�nition
On dit que la condition de Hörmander est satisfaite ssi

A∞,M(y) = ∪k>0Ak,M(y) est de dimension d pour tout y .

Proposition

Le système (3) satisfait la condition de Hörmander.

Preuve : On a

G1(x , u, v) =

10
0

 et G0(x , u, v) =

a(sin(x)u − cos(x)v)
cos(x)
sin(x)

 .
Il est facile de calculer que [G0,G1](x , u, v) = ∂xG1(x , u, v). Ainsi
G0, [G0,G1] et [G0, [G0,G1]] engendrent un espace vectoriel de

dimension 3 en tout point.�
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Preuve du Théorème 1 IV
Existence de la probabilité invariante

Le générateur in�nitésimal est

Lφ =
1

2
∂xxφ+ (a(sin(x)u− cos(x)v))∂xφ+ cos(x)∂uφ+ sin(x)∂vφ.

Son adjoint dans dans L2(S1 × R2, dxdudv) est

L∗φ =
1

2
∂xxφ− (cos(x)∂uφ+ sin(x)∂vφ)

− (a(u sin(x)− v cos(x)))∂xφ− (a(u cos(x) + v sin(x)))φ.

Il n'est pas di�cile de montrer que L∗ϕ = 0, avec

ϕ(x , u, v) = exp(− a
2

(u2 + v2)).
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Preuve du Théorème 1 IV
Existence de la probabilité invariante

Le générateur in�nitésimal est

Lφ =
1
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(u2 + v2)).
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Preuve du Théorème 1 V
Unicité de la probabilité invariante

Une probabilité invariante ν d'un processus fortement Feller dont

l'espace d'état est connexe est ergodique ssi son support est

connexe.

Ici µ est à support total.

En utilisant le fait que deux probabilités ergodiques distinctes sont

mutuellement singulière permet de conclure.
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Schéma de preuve du Théorème 1 I

Nous avons que

d

dt
‖u(t)− µ(ut)‖2L2(µ) = 2(Lu(t), u(t))L2(µ) = −

∫
|∂xu(y)|2µ(dy)

où u(0) est de classe C2.

Ce n'est pas su�sant pour obtenir notre estimé ! ! !

L'idée est donc de travailler avec un objet équivalent :
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Schéma de preuve du Théorème 1 II
Un résultat d'hypoellipticité

Dé�nition
Soit 0 6 ε < 1. La fonctionnelle d'entropie modi�ée est dé�nie par

Hε[f ] =
1

2
‖f ‖2 + ε(B0f , f )L2 , f ∈ L2(µ)

Dé�nition
Soit 0 6 ε < 1. La fonctionnelle d'entropie dissipative est dé�nie

par

Dε(g(t)) = − d

dt
Hε(g(t))

pour tout t > 0.
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Schéma de preuve du Théorème 1 II
Un résultat d'hypoellipticité
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Soit 0 6 ε < 1. La fonctionnelle d'entropie modi�ée est dé�nie par

Hε[f ] =
1

2
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Schéma de preuve du Théorème 1 III
Un résultat d'hypoellipticité

Si g(t) est solution de ∂tg(t) = Lg(t) dans L2, alors

Dε(g(t)) = −(Lg , g)L2 − ε(B0Lf , f )L2 − ε(B0f , Lf )L2 (13)

La preuve consiste alors à prouver l'existence de α > 0 tel que

Dε(g(t)) > αHε(g(t)). L'exemple qu'on considère entre
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