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L Définition et Résultats existants

Qu'est une diffusion auto-interagissante ?

Définition

Un processus stochastique continu en temps (Xt)¢=0 est une
diffusion auto-interagissante de potentiel V/ et de fonction de poids
g si elle est solution de I'EDS

dX, = dBi(X;) — g(b)] / V Vi (X0)ds]dt, (1)

avec Vi(y) = V(x,y)
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Qu'est une diffusion auto-interagissante ?

Définition

Un processus stochastique continu en temps (Xt)¢=0 est une
diffusion auto-interagissante de potentiel V/ et de fonction de poids
g si elle est solution de I'EDS

dX, = dB.(X;) — / V Vi (X0)ds]dt, (1)

avec Vi(y) = V(x,y)
Par exemple, V/(x,y) = v(y — x) pour une fonction de R dans R.
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Résultats existants

Le cas oil M est une variété Riemannienne et g(t) = } a été en
premier étudié par Benaim, Raimond et Ledoux; puis sur RY par
Kurtzmann. Dans ces papiers, les résultats principaux consistent en
une description précise du comportement en temps long de la

, . .1t
mesure d'occupation renormalisé ¢ [ dx,ds.
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Résultats existants

Le cas oil M est une variété Riemannienne et g(t) = } a été en
premier étudié par Benaim, Raimond et Ledoux; puis sur RY par
Kurtzmann. Dans ces papiers, les résultats principaux consistent en
une description précise du comportement en temps long de la
mesure d’occupation renormalisé %fot 0x,ds.

Lorsque M = R(9), g(t) =1 et V(x,y) = v(y — x), des résultats
de convergence presque siire ont été obtenu pour des fonctions v
satisfaisant xv/(x) > 0Vx # 0 ({(x, v/(x)) > 0 lorsque d>1) par
Cranston, Herrmann, Le Jan, Raimond, Roynette et Scheutzow.
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Résultats existants

Le cas oil M est une variété Riemannienne et g(t) = } a été en
premier étudié par Benaim, Raimond et Ledoux; puis sur RY par
Kurtzmann. Dans ces papiers, les résultats principaux consistent en
une description précise du comportement en temps long de la
mesure d’occupation renormalisé %fot 0x,ds.

Lorsque M = R(9), g(t) =1 et V(x,y) = v(y — x), des résultats
de convergence presque siire ont été obtenu pour des fonctions v
satisfaisant xv/(x) > 0Vx # 0 ({(x, v/(x)) > 0 lorsque d>1) par
Cranston, Herrmann, Le Jan, Raimond, Roynette et Scheutzow.
Plus précisément, on a, sur R, les énoncés suivants ...
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Résultats existants |l

Soit X; la solution de

t
dXt = dBt — / V/(Xt - Xs)dsdt, Xo =0.
0

Théoréme (Cranston, Le Jan, '95)

Siv'(x) = x ou v/(x) = sgn(x), alors X; converge p.s.
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Résultats existants |l

Soit X; la solution de

t
dXt = dBt — / V/(Xt - )(_g)dsdt7 XO =0.
0

Théoréme (Cranston, Le Jan, '95)

Siv'(x) = x ou v/(x) = sgn(x), alors X; converge p.s.

Théoréme (Herrmann, Roynette, '03)

Si v' est une fonction continue bornée, monotone croissante,
impaire et tel qu'il existe des constantes C,p > 0 et k € N* tel que
IV'(x)| = Cexp(—p/|x|¥) sur un voisinage de 0, alors X; converge
p.S.
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Résultats existants Il : Vitesse de convergence

Théoréeme (Herrmann, Scheutzow, '04)

Siv/(x) = x, alors | X; — Xx| = O(4/ Iog(t)) et cette vitesse est
optimale.

Si v' est une fonction impaire de classe C' monotone croissante et
tel qu'il existe vy > 1, C > 0 de sorte que

[v/(x) — v/(y)| = C|x — y|" sur un voisinage de 0, alors pour
u<1/(1+7),

& sup | Xs — X¢| = 0.

" (g 22

|
t—00
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Lorsque xv'(x) < 0, on est dans un cadre répulsif, et d'autres types
de résultats sont obtenus, notamment par :
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Lorsque xv'(x) < 0, on est dans un cadre répulsif, et d'autres types
de résultats sont obtenus, notamment par :

Durrett et Rogers en 1992

Cranston et Mountford en 1996

Mountford et Tarrés en 2008
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Résultats existants 11

Lorsque xv'(x) < 0, on est dans un cadre répulsif, et d'autres types
de résultats sont obtenus, notamment par :

Durrett et Rogers en 1992

Cranston et Mountford en 1996

Mountford et Tarrés en 2008

Téth, Tarrés et Valké en 2012
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Un cas périodique

Durant cet exposé, on considére la diffusion renforcée
t
dX; = dB; + a/ sin(X; — Xs)dsdt, (2)
0

ou a # 0 et (Bt): est un mouvement Brownien réel.



Diffusions auto-interagissantes: Un cas périodique
L Introduction

L présentation du probléme considéré

a<0




Diffusions auto-interagissantes: Un cas périodique
L Introduction

L présentation du probléme considéré

a>_0




Diffusions auto-interagissantes: Un cas périodique
L Introduction

LPrésentation du probléme considéré

Comment aborder le probleme?

Comme vous |'avez peut-étre remarqué, les diffusions renforcées ne
sont pas Markoviennes.




Diffusions auto-interagissantes: Un cas périodique
L Introduction

LPrésenl:al:ian du probléme considéré

Comment aborder le probleme?

Comme vous |'avez peut-étre remarqué, les diffusions renforcées ne
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L présentation du probléme considéré

Comment aborder le probleme?

Comme vous |'avez peut-étre remarqué, les diffusions renforcées ne
sont pas Markoviennes.

Le but est donc de "transformer" (2) pour avoir une vraie EDS.
On introduit alors les variables...

Ui = fot cos(Xs)ds et V; = fo sin(
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Systéeme engendré

On obtient alors I'EDS suivante sur St x R? :

dXt == a(Sin(Xt)Ut — COS(Xt) Vt)dt + dBt
dU; = cos(X;)dt, (3)
d\/l' = Sln(Xt)dt

ol S! est identifié 4 R/277Z.
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Le résultat

Théoréme (C-E.G,’15)

IX: — Xoo| = O(t71/4/log t) p.s.

Si a < 0, il existe alors une variable aléatoire X, telle que
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Un double changement de variable |

Le premier changement de variable consiste a poser

Ct = cos(X;)Ur +sin(X¢) Ve et Ay = sin(X;) Uy — cos(X;) V.
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Un double changement de variable |

Le premier changement de variable consiste a poser
Ct = cos(X;)Ur +sin(X¢) Ve et Ay = sin(X;) Uy — cos(X;) V.
On obtient alors le systéme :

t
0
et
dC = (1 — aA2)dt — L C,dt — 1A,dB;
dAt == aAt Ctdt — %Atdt + 1CtdBt
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Un double changement de variable Il

Le deuxiéme changement est un passage au coordonnées polaires
(G, Ar) = (recos(Ye), resin(Yy)).
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Un double changement de variable Il

Le deuxiéme changement est un passage au coordonnées polaires :
(Ce, A¢) = (recos(Ye), resin(Ye)). Le systéme obtenu est donc :

dY; = dB; + (are — L)sin(Yy)dt
{ ( ;) sin(Ye) (6)

dry = cos(Y;)dt
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Résultats intermédiaires |

Lemme
On aliminf;—so % >1 p.s.

Lemme
((cos(Yt),sin(Yt)))e=o converge p.s vers (1,0). De plus,

Icos(Ye),sin(Y)) — (1,0)] = O(™/*/log(1))- (7)

u]
o)
I
i
it




Diffusions auto-interagissantes: Un cas périodique
|—Cas attractif

LSchéma de la preuve

Résultats intermédiaires |l

En exprimant (U, Vi) = (p¢ cos(6;),sin(6:)), on obtient de (3)

01» :Xt— Yt.
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Résultats intermédiaires |l

En exprimant (U, Vi) = (p¢ cos(6;),sin(6:)), on obtient de (3)

01» - Xt - Yt.
Par (6) et (4), la dynamique de 6; est donnée par

do, = sin(Ye) gy

re
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Résultats intermédiaires |l

En exprimant (U, Vi) = (p¢ cos(6;),sin(6:)), on obtient de (3)
Or = Xe — Yt

Par (6) et (4), la dynamique de 6; est donnée par

sin(Y})

re

d9t -

dt. (8)

Lemme
0; converge p.s et la vitesse de convergence est O(t~'/*\/log t).
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Soit g : (0,00) — [L/y/—a,00) : r — (—a)r + L de sorte que
dYt = dBt + g(rt)sin(Yt)dt.
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"Preuve" du Lemme 2 :

Soit g : (0,00) — [L/y/—a,00) : r — (—a)r + L de sorte que

dY; = dB; + g(r:) sin(Y;)dt. En utilisant le fait que
liminf, % > 1, on effectue le changement
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Soit g : (0,00) — [L/y/—a,00) : r — (—a)r + L de sorte que
dY: = dB; + g(rt)sin(Y;)dt. En utilisant le fait que
lim inf; ’—\; > 1, on effectue le changement Z; = Y, ot a est la

fonction inverse de A(t fo rs)ds.
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LSchéma de la preuve

"Preuve" du Lemme 2 :

Soit g : (0,00) — [L/y/—a,00) : r — (—a)r + L de sorte que
dY: = dB; + g(rt)sin(Y;)dt. En utilisant le fait que
lim inf; ’—\; > 1, on effectue le changement Z; = Y, ot a est la

fonction inverse de A(t fo rs)ds.
On a ainsi I'EDS :

dZy = \/a(t)dW; — sin(Z,)dt.



Diffusions auto-interagissantes: Un cas périodique
L Cas attractif

LSchéma de la preuve

"Preuve" du Lemme 2 :

Soit g : (0,00) — [L/y/—a,00) : r — (—a)r + L de sorte que
dY: = dB; + g(rt)sin(Y;)dt. En utilisant le fait que
lim inf; ’—\; > 1, on effectue le changement Z; = Y, ot a est la

fonction inverse de A(t fo rs)ds.
On a ainsi I'EDS :

dZy = \/a(t)dW; — sin(Z,)dt.

Observons que da(t) =

g(r&(t)) )
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Définition de TPA

Définition
Soit (M, d) un espace métrique et ® un semi-flot. Une fonction
continue X : Ry — M est une trajectoire pseudo-asymptotique
pour ® si

lim sup d(X(t+ h),Pu(X(t))) =0 (9)

pour tout T > 0.
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Définition de TPA

Définition
Soit (M, d) un espace métrique et ® un semi-flot. Une fonction
continue X : Ry — M est une trajectoire pseudo-asymptotique
pour ® si

lim sup d(X(t+ h),Pu(X(t))) =0 (9)
pour tout T > 0.

Si X est un processus stochastique, alors X; est une trajectoire
pseudo-asymptotique forte pour ® si la limite (9) est satisfaite p.s.
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Résultats concernant des TPA |

Théoréme
Supposons que la fermeture de X([0,00)) est compacte dans un espace
métrique M. Posons L(X) = (1,50 X([t,00). Si ® admet une fonction de

Lyapunov et que les équilibres dans L(X) sont isolés, alors X(t) converge
vers |'un des équilibres quand t — cc.
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Résultats concernant des TPA |

Théoréme

Supposons que la fermeture de X([0,00)) est compacte dans un espace
métrique M. Posons L(X) = (1,50 X([t,00). Si ® admet une fonction de
Lyapunov et que les équilibres dans L(X) sont isolés, alors X(t) converge
vers |'un des équilibres quand t — cc.

Théoréme

Soit g : R — R une fonction Lipschitzienne et o : Ry — R une fonction
continue. Supposons qu'il existe une fonction € : R, — R telle que
o?() <e() et

Vk >0, /00 exp(—k/e(t))dt < . (10)
0

Alors, toute solution of dx; = g(x;)dt + o(t)dB; est avec probabilité 1
une PTA pour le flot induit par 'EDO X(t) = g(X(t)).
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Résultats concernant des TPA I

Lemme
Soit X; la solution de I'EDS

dXt = —)\Xtdt + \/E(t)dBt,

avec condition initiale Xo = x. Si

I
IimsupM =0

t—00

(p.ex. e(t) = inf(1,t7"), avecn > 0),

alors | X;| = O(e'/?(t)+/log t).

(11)

(12)
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Un résultat de comparaison

Lemme (Herrmann, Scheutzow, '04)

Soit h une fonction Lipschitzienne impaire telle que x — \/xh(y/x)
est Lipschitzienne. Notons X; la solution de I'EDS

dXt = h(Xt) =+ €(t)dBt, XO =X

ou £(.) est une fonction positive et bornée.
Soit g une fonction ayant les mémes propriétés que h et telle que

sgn(x)g(x) = sgn(x)h(x) ¥x € R.

Alors P(X? < U, Vt > 0) =1, ou le processus (U;)r>0 a la méme
loi que (Y?)¢=0 avec Y; la solution de

dyt = g(Yt) + E(t)dBt, Y() = X.
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At) < fo

a(t) =

+

+5)ds < C%t?, o

20at) En utilisant le fait que

N
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Preuve, suite

On pose £(t) =

a(t) =
At) < fo

+

20at) En utilisant le fait que
+5)ds < C%t2, ona aft) >

1/2
tcz . et donc
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Preuve, suite

On pose £(t) =

a(t) =
At) < fo

+

20at) En utilisant le fait que
+5)ds < C2t2, on a aft) >

ez ; et donc
e(t) < Ct7Y4)2
pour t suffisament grand
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Preuve, suite

On pose €(t) = a(t) = g(ri(f))' En utilisant le fait que
< [y &l + +5)ds < C%t2, ona aft) > tc/z ; et donc

e(t) < CtY4)2

pour t suffisament grand. En utilisant les Théorémes précédents, on
obtient la convergence p.s de Z; et donc de Y;.
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Preuve, fin

En utilisant le lemme sur le cas linéaire et le résultat de
comparaison, on obtient

N
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:

Preuve, fin

En utilisant le lemme sur le cas linéaire et le résultat de
comparaison, on obtient

|Z:| = O("3(t) /log(t))
et donc
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Preuve, fin

En utilisant le lemme sur le cas linéaire et le résultat de
comparaison, on obtient

|Ze| = O('/(£)V/log(1))

et donc

Vil = | Zay| = o«ﬁ)lwlog(A(t))).
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Preuve, fin

En utilisant le lemme sur le cas linéaire et le résultat de
comparaison, on obtient

|Ze| = O(="/(1)/log(1))

et donc

Vil = |Zage)| = O«g(lrt))l/%/log(A(r))).

On conclut en se rappelant la vitesse de croissance de r; et la
définition de g.
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Les résultats principaux |

Théoréme (Benaim & C-E.G,'15)
Soit (Pt)t>o0 le semi-groupe associé au systéme (3) et P(yo, dy) sa
probabilité de transition. Alors

1)

2)

3)

Le semi-groupe (Py)¢=o est fortement Feller (c-a-d P.f est une
fonction continue et bornée pour toute fonction f bornée et
mesurable) et il existe une fonction p;(yo,y) de classe
C>((0,00), M, M) telle que P:(yo, dy) = pe(yo,y)dy pour
tout yo € M and (L — O¢)pe(y,z) =0,

La probabilité u(dy) = ¢(y )dy, ou

o(x,u,v) = % p(—3(u? + v2)) est I'unique probabilité
invariante.

lime—soc fiy |pe(z,¥) — @(y)Idy = 0 pour tout z € M.
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L Les Résultats

Les résultats principaux Il

Vitesses de convergences

Théoréme (Dolbeault & Klar & Mouhot & Schmeiser,'13 et
Benaim & C-E.G,'15)

Pour tout n > 0 et g € L?(u)

HPtg—/Mg(y)u(dy)HLz(u) < (1+77)Hg—/Mg(y)u(dy)HLz(u)e‘”,

ou
n K1

A= ,
141+ Ko+ Ks
et les constantes Kj < oo, j = 1,2,3, dépendent seulement des

valeurs propres du Laplacien sur le cercle, du potentiel
®(u,v) = 3(u? + v?) et du cercle.
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Théoréme (Benaim & C-E.G,'15)
Pour tout zgc M et t > 1,

IPe(20, dz) — pu(d2) [l 7v < (1 +n)l|h(L, 20, 2) — 1|2 2D,

ou h(1l,z,z) = % et

A= " K1
14+nl+ K+ Ks'

Les constantes K; < oo, j = 1,2,3, sont les mémes que ceux du
théoréme précédent.
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Propriété "Fortement Feller"

La preuve repose sur la condition de Hérmander.
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La preuve repose sur la condition de Hérmander.
C'est quoi? De quoi a-t-on besoin?
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Preuve du Théoréme 1 |

Propriété "Fortement Feller"

La preuve repose sur la condition de Hérmander.

C'est quoi? De quoi a-t-on besoin?

Définition

Pour deux champs vectoriels différentiable A, B : R™ — R™, e
crochet de Lie entre A et B est

[A, B](v) = DB(u)A(u) — DA(u)B(u).
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Preuve du Théoréme 1 Il
Propriété "Fortement Feller"
On considére, sur une variété de dimension d, I'EDS :

N
dYe =Y Gi(Ye) 0 dB + Go( Y1),
i=1

ot (Bl)s,---,(BN); sont des mouvements Browniens réels et
indépendants.
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Preuve du Théoréme 1 Il
Propriété "Fortement Feller"
On considére, sur une variété de dimension d, I'EDS :

N
dYe =Y Gi(Ye) 0 dB + Go( Y1),

i=1
ot (Bl)s,---,(BN); sont des mouvements Browniens réels et
indépendants.
Posons Ag = {G1,--- , Gy} et définissons récursivement Ay u,
k > 1 par

Akm = Akcim U{[B, G|, B€ Ay and j=0,--- N}
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Preuve du Théoréme 1 Il
Propriété "Fortement Feller"
On considére, sur une variété de dimension d, I'EDS :

N
dYe =Y Gi(Ye) 0 dB + Go( Y1),

i=1
ot (Bl)s,---,(BN); sont des mouvements Browniens réels et
indépendants.
Posons Ag = {G1,--- , Gy} et définissons récursivement Ay u,
k > 1 par

Akm = Akcim U{[B, G|, B€ Ay and j=0,--- N}
Pour un point y de la variété, on définit

Akm(y) = span{V(y),V € Ax m}
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Preuve du Théoréme 1 Il

Propriété "Fortement Feller"

Définition

On dit que la condition de Hérmander est satisfaite ssi
Ao m(y) = Uks0Ak m(y) est de dimension d pour tout y.
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Preuve du Théoreme 1 Il

Propriété "Fortement Feller"
Définition
On dit que la condition de Hérmander est satisfaite ssi
Ao m(y) = Uks0Ak m(y) est de dimension d pour tout y.

Proposition
Le systéme (3) satisfait la condition de Hérmander.
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Preuve du Théoreme 1 Il

Propriété "Fortement Feller"
Définition
On dit que la condition de Hérmander est satisfaite ssi
Ao m(y) = Uks0Ak m(y) est de dimension d pour tout y.

Proposition
Le systéme (3) satisfait la condition de Hérmander.
Preuve : On a
1 a(sin(x)u — cos(x)v)
Gi(x,u,v) = |0] et Go(x,u,v)= cos(x)
0 sin(x)
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Preuve du Théoreme 1 Il

Propriété "Fortement Feller"
Définition
On dit que la condition de Hérmander est satisfaite ssi
Ao m(y) = Uks0Ak m(y) est de dimension d pour tout y.

Proposition
Le systéme (3) satisfait la condition de Hérmander.

Preuve : On a

1 a(sin(x)u — cos(x)v)
Gi(x,u,v) = |0| et Go(x,u,v)= cos(x)
0 sin(x)

Il est facile de calculer que [Go, G1](x, u, v) = 0xG1(x, u, v). Ainsi
Go, [Go, G1] et [Go, [Go, G1]] engendrent un espace vectoriel de
dimension 3 en tout point.H
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Preuve du Théoréme 1 IV

Existence de la probabilité invariante

Le générateur infinitésimal est
1

Lo = Eﬁxxgb + (a(sin(x)u — cos(x)v))Ox¢ + cos(x) Oy + sin(x)dy &
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Preuve du Théoréme 1 IV

Existence de la probabilité invariante

Le générateur infinitésimal est

Lo = %axxm (a(sin(x)us — cos(x)v)) D + cos(x)Dud + sin(x)Dy .
Son adjoint dans dans L?(S? x R?, dxdudv) est

L6 = 50w0— (cos(x)ud + sin(x)00)
— (a(usin(x) — v cos(x)))0x¢ — (a(u cos(x) + vsin(x)))e.
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Preuve du Théoréme 1 IV
Existence de la probabilité invariante
Le générateur infinitésimal est

wﬂz%&¢+@@m&w—cw&WD@¢+mqn&¢+gM@m¢

Son adjoint dans dans L?(S? x R?, dxdudv) est
¢ = ;M¢—@muwm+gm@m@
— (a(usin(x) — vcos(x)))0xd — (a(ucos(x) + vsin(x)))o.

Il n'est pas difficile de montrer que L*p = 0, avec
QO(X’ u, V) = eXP(_g(“z + V2))‘
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Preuve du Théoréme 1V

Unicité de la probabilité invariante

Une probabilité invariante v d’un processus fortement Feller dont
I'espace d'état est connexe est ergodique ssi son support est
connexe.
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Preuve du Théoréme 1V

Unicité de la probabilité invariante

Une probabilité invariante v d’un processus fortement Feller dont
I'espace d'état est connexe est ergodique ssi son support est
connexe.

Ici p est a support total.
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Preuve du Théoréme 1V

Unicité de la probabilité invariante

Une probabilité invariante v d’un processus fortement Feller dont
I'espace d'état est connexe est ergodique ssi son support est
connexe.

Ici p est a support total.

En utilisant le fait que deux probabilités ergodiques distinctes sont
mutuellement singuliére permet de conclure.
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Nous avons que

Su0) = () gy = 2(Lule), u(e)) iz = — [ osuly) )
ol u(0) est de classe C2.
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Schéma de preuve du Théoréme 1 |

Nous avons que

Su0) = () gy = 2(Lule), u(e)) iz = — [ osuly) )

ol u(0) est de classe C2.
Ce n’est pas suffisant pour obtenir notre estimé!!!
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Schéma de preuve du Théoréme 1 |

Nous avons que

D) — ) gy = 2(Lu(0), (1)) = / Duly)Pra(dy)

ol u(0) est de classe C2.
Ce n’est pas suffisant pour obtenir notre estimé!!!
L'idée est donc de travailler avec un objet équivalent :
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Schéma de preuve du Théoréme 1 Il

Définition

Soit 0 < € < 1. La fonctionnelle d'entropie modifiée est définie par

1
H.[f] = 5||fH2 + e(Bof, f)y2, f € 1%(p)
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Schéma de preuve du Théoréme 1 Il
Un résultat d'hypoellipticité

Définition
Soit 0 < € < 1. La fonctionnelle d'entropie modifiée est définie par

1
Hf] = 712 + <(Bof )iz, £ € L2(1)

Définition
Soit 0 < e < 1. La fonctionnelle d’entropie dissipative est définie

par
D.(8(t)) = — 5 H.(s(1)

pour tout t > 0.
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Schéma de preuve du Théoréme 1 Il

Si g(t) est solution de 0;g(t) = Lg(t) dans L?, alors

Da(g(t)) = —(Lg,g)l_z — E(BoLf, f)Lz — E(Bof, Lf)Lz

(13)
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Schéma de preuve du Théoréme 1 Il
Un résultat d'hypoellipticité

Si g(t) est solution de 0;g(t) = Lg(t) dans L?, alors

Da(g(t)) = —(Lg,g)l_z — E(B()Lf, f)Lz — E(Bof, Lf)l_z (13)

La preuve consiste alors a prouver |'existence de o > 0 tel que
D:(g(t)) = aH:(g(t)).
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Schéma de preuve du Théoréme 1 Il
Un résultat d'hypoellipticité

Si g(t) est solution de 9;g(t) = Lg(t) dans L2, alors

De(g(t)) = —(Lg,g)l_z — €(B()Lf, f)Lz — €(Bof, Lf)l_z (13)

La preuve consiste alors & prouver I'existence de o > 0 tel que
D.(g(t)) = aH-(g(t)). L'exemple qu’on considére entre
directement dans le cadre de |'article
“Exponential rate of convergence to equilibrium for a model
describing fiber lay-down processes”, de J.Dolbeault, A.Klar,
C.Mouhot et C.Schmeiser (2013).



MERCI DE VOTRE ATTENTION



	Main Talk
	Introduction
	Définition et Résultats existants
	Présentation du problème considéré

	Cas attractif
	Schéma de la preuve
	Trajectoires pseudo-asymptotiques (TPA)
	Fin de la preuve

	Cas répulsif
	Les Résultats
	Schéma de preuve



